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����� ���� ���	�/���0 � ���!� ��/�� �����	 �������������
������ � �������������� �������� 1)# 234 �������� ������
��� 	 ����5�� �������� 16# *3# ������������&���������5� ������
���� � 	���7�� ������ � �������� 183# �$��������������� ����
�����7�� 1-34 �� �!����� �������5� ��&������	��� � ������
��� 	 ����5������������� ������� 193# ������������� 	���
�	 ��� ����� ������������� 	 �������������������� ����� 1.:))3#
�!������� ������������� ����������� ����� 	 5�����������
1)2# )634 	� �!������ ���5�� ����������� 1)*3 � ���

��� �!������ �������� ������ � �������������� �������
��# �� ��	���# �5�����	 ��� ������� �������7�����5� ��
��! 183� ��� ���!� �� ���������� ��;����	 ����� �! �����
��� ���� ����������� �������	 �	������ ��������	��� �	����
��� ���� ������ � ����	� ������ 	�������� ����	���� ���7���
��	� "� ��� ������!�	��� <��� ������ ��������� ����	��������
��������!7�� !��� ������� ������!� ��� �!������ ��������
�!������� �����# ������ =������ � �!�������� �� &����
�	������� ����5�� �������� � '����� � 	 ������$�� �����7��
������� � ������� � �������� ������ �������� �	�����# ��� 	���
��� 	 !��� ��������� ��5��$����� 183�

>��5�� ������������ ��$���� �������� !�� �	������ ���
����!�	��� ���������������� &���7�����	 �?'� �� �������
���� ���! �������� ����� 1.3� @� ������� !���� ������� 	
	�	��� ��	����� ��� ?' 	 &���7�������� ����!	�����#  !�
���# ����� ������	����� ?' 	 	��� ��� �� ������� �������
�������� �����# 	 ���������� ����������� 7������ !7���� /���
�� ��	����� ��� <��� �������	� "� ���� ������� �����# 5���
��!�� � ����� ������������ ��� ��$���� ����������� !���

������	����# ����!� !���� � � ���� ���	�������� ������
��� ���7����� �� ����� A�����B��� �������������5� �������
��	����# ��# �� �!	�����# ��� �� ������!�	��� ��� ����������
��������� �������� ��!������	 ���������� !���������� !���
�� 	������ 7��������5� ���7����� ����� ����

��<���� ����� �! ��	�������� �������	 � ���!� ����������
���� �	����� 	 ����$��� ����� �	������ ���������� ������ ���
��	���� �������� ���7����	# 	 ��������# ��� ���������� ��	�
����� 	 ������ ����!	����� ��� ��������� &���7�� ��������
����������� ������������� ������ ��! ������!�	��� �������

.8
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?' 	 �������������# ��� &�����7������ �������� ���� ����
������ � ����� 	������C�� ����� $���	�

"��� � ����	� ������!�	��� ����/����5� ��	����� '�����
�:����:B����5���	 �'�B���	������ ��� &���7���� �����
����� 	���������� 1)8# )-3 	�������5� �������5� ����# �����	��
��5� �������� �������� ������������� ��&&����7������ ��	�
����� 	 ������ ����!	����� �
>D	E�� 
������	�� �� ����
������ �������������� 	�!��/������# �������� ��	����� 	
������ ����!	�����# ������� ���	�� � ��	������� ���	�� ���
������� &���7�� ��� ���!	������ �����# ���	���	��� /�� <���
��	�������

�� 	
���
�� ����

����� ������ � �������������� �������� �����	����
�������� ������������� ��&&����7������ ��	����� � ������
�� ����!	������ 	 ������ 
������	�� 1)9:),3 ����� /�5� 	��0

dUk(x, t) =
{ d∑
s=1

[1
2

n∑
i,j=1

qksij(t)
∂2Us(x, t)

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

qksi(t)
∂Us(x, t)

∂xi
+

+ qks(t)Us(x, t)
]
+qk(t)

}
dt+

m∑
�=1

[[ d∑
s=1

[1
2

n∑
i,j=1

rk�sij(t)
∂2Us(x, t)

∂xi∂xj
+

+
n∑

i=1

rk�si(t)
∂Us(x, t)

∂xi
+ rk�s(t)Us(x, t)

]
+rk�(t)

]]
◦ dW�(t) �)�

� ������� ����	���

U(x, t0) = U0(x), �2�

5�� t : 	���� �t > t0�4 x = (x1, x2, ..., xn) : 	����� ���������	�����
��������4 U(x, t) = {U1(x, t), U2(x, t), ..., Ud(x, t)}� : ���!	������
	�������� �������� ����4 U0(x) = {U01(x), U02(x), ..., U0d(x)}� :
	�������� �������� ���� � �!	������� �������������4W (t) =
{W1(t),W2(t)# ���# Wm(t)}� : ��������� 	�������� 	�����	����
���7��� � ��!	������� �����������0

E [W (t)] ≡ 〈W (t)〉 = 0,

E [dWi(t) dWj(t
′)] = δ(t− t′) δij dt;

.-
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���� ���

qksij # qksi# qks# qk# rk�sij # rk�si# rk�s# rk� : !����� ����������
�������	��� &���7�� �5����� t4 �# E � δij : ���	��� ���������
��	���# �����������5� ������� � B������� ����	����	����4
δ(·) : ������&���7�� >����

F���� �������	��� �	������ ���������� ��	����� ��� ���
���������� ���	�� �������	 	�������5� �������5� ���� U(x, t)0

E [U(x, t)] ≡ mU (x, t) = {mUk(x, t), k = 1, 2, ..., d}�,

E
[
U(x, t)U�(y, t)

]
≡RU (x,y, t)={ρUkj(x,y, t), k, j = 1, 2, ..., d}.

�� ���������� ���� �������� �
���

%�������� ��/� ������� 
>D	E� 	 ������ 
������	��
	��

dU(x, t) = f(U ,x, t) dt+G(U ,x, t) ◦ dW (t), �6�

5�� f (·, ·, ·) = {fk(·, ·, ·), k = 1, 2, ..., d}�# G(·, ·, ·) = {gk�(·, ·, ·), k =
1, 2, ..., d, � = 1, 2, ...,m} : �����������	���� &���7�� �	��� �5��
�����	#  �������� ���!������ �� ��# ��� � 	�$�� G <��� �����
&���7���� ��������� 	���������� P(u, t) ����� ���	���	����� ���
��� �! &��� ����/����5� '�B���	����� 1)-3

∂P(u,x, t)

∂t
= −

d∑
k=1

∫
Rn

δ
[
ak(u,y, t)P(u, t)

]
δuk(x, t)

dx+

+
1

2

d∑
k,j=1

∫
Rn

∫
Rn

δ2
[
bkj(u,y1,y2, t)P(u, t)

]
δuk(x1, t) δuj(x2, t)

dx1 dx2 ≡ L̂P(u, t), �*�

5�� ��<&&�7����� ���� � ��&&�!�� 	������ ��� �! ������$����
1)-3

ak = fk +
1

2

d∑
ν =1

m∑
�=1

∫
Rn

δgk�(u,x, t)

δuν(x, t)
gν�(u,y, t) dx, �8�

bkj =

m∑
�=1

gk�(u,x, t) gj �(u,y, t), �-�

������� ��5�� ���� �������� �! ������� &����� 
������	��
� 1).3 � ����/� ������� �� ���������5� 	����� ��������� �

.9
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�������	���� � !���� �������� ���� � ����5��� �� ����	���
��	� /�� ������ �δF/δv : ���!������ 	��7������ ����!	���
�����

������!�� ��	����� �*�# ����� ��������� ������� ��	�����
	 ������ ����!	����� ��� &���7�� �����������5� �������

∂mUk(x, t)

∂t
=

∫
uk(x, t) L̂P(u, t) du =

∫
ak(u,x, t)P(u, t) du �9�

� ����$����� 	����� ������� �������	

∂ρUkj(x,y, t)

∂t
=

∫
uk(x, t)uj(y, t) L̂P(u, t) du =

=

∫ [
uk(x, t) aj(u,y, t) + uj(y, t) ak(u,x, t)+

+ bkj(u,x,y, t)
]
P(u, t) du, �.�

5�� k, j = 1, 2, ..., d�

�� ���
� �������� ��� ������ �
����
�

F��$�� ��	����� �)� 	 	���

dUk(x, t) = fk
(
U ,x, t

)
dt+

m∑
�=1

gk�
(
U ,x, t

) ◦ dW�(t), �,�

5��

fk =

d∑
s=1

[1
2

n∑
i,j=1

qksij(t)
∂2Us(x, t)

∂xi∂xj
+

+

n∑
i=1

qksi(t)
∂Us(x, t)

∂xi
+ qks(t)Us(x, t)

]
+qk(t),

gk� =

d∑
s=1

[1
2

n∑
i,j=1

rk�sij(t)
∂2Us(x, t)

∂xi∂xj
+

+

n∑
i=1

rk�si(t)
∂Us(x, t)

∂xi
+ rk�s(t)Us(x, t)

]
+rk�(t).

..



�����������	� � ��������	
���� ��
��������� ���
���� ���

H��!���� ����! f̂k
(
U ,x, t

)
	�������

1

2

d∑
p=1

m∑
ν=1

∫
Rn

δgkν
(
U ,y, t

)
δUp(x, t)

gpν
(
U ,y, t

)
dy.

>�� ��������� �	��5� 	�� ������$���� ��� f̂k 	������� 	�
��7����� ����!	���� ��� !���� ����5��0

δgkν
(
U ,y, t

)
δUp(x, t)

=
δ

δUp(x, t)

[[ d∑
s=1

[1
2

n∑
λ,μ=1

rkνsλμ(t)
∂2Us(y, t)

∂yλ∂yμ
+

+

n∑
λ=1

rkνsλ(t)
∂Us(y, t)

∂yλ
+ rkνs(t)Us(y, t)

]
+rkν(t)

]]
=

=
1

2

n∑
λ,μ=1

rkνpλμ(t)
∂2δ(y − x)

∂yλ∂yμ
+

n∑
λ=1

rkνpλ(t)
∂δ(y − x)

∂yλ
+

+ rkνp(t) δ(y − x).

I�5�

f̂k =
1

2

d∑
p=1

m∑
ν=1

∫
Rn

[1
2

n∑
λ,μ=1

rkνpλμ(t)
∂2δ(y − x)

∂yλ∂yμ
+

+

n∑
λ=1

rkνpλ(t)
∂δ(y − x)

∂yλ
+ rkνp(t) δ(y − x)

]
×

×
[[ d∑
s=1

[1
2

n∑
i,j=1

rpνsij(t)
∂2Us(y, t)

∂yi∂yj
+

n∑
i=1

rpνsi(t)
∂Us(y, t)

∂yi
+

+ rpνs(t)Us(y, t)
]
+rpν(t)

]]
dy,

���

f̂k=
1

2

d∑
p=1

m∑
ν=1

[[1
2

n∑
λ,μ=1

rkνpλμ(t)

d∑
s=1

[1
2

n∑
i,j=1

rpνsij(t)
∂4Us(x, t)

∂xi∂xj∂xλ∂xμ
+

+

n∑
i=1

rpνsi(t)
∂3Us(x, t)

∂xi∂xλ∂xμ
+ rpνs(t)

∂2Us(x, t)

∂xλ∂xμ

]
−

.,
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−
n∑

λ=1

rkνpλ(t)
d∑

s=1

[1
2

n∑
i,j=1

rpνsij(t)
∂3Us(x, t)

∂xi∂xj∂xλ
+

+
n∑

i=1

rpνsi(t)
∂2Us(x, t)

∂xi∂xλ
+ rpνs(t)

∂Us(x, t)

∂xλ

]
+

+ rkνp(t)

d∑
s=1

[1
2

n∑
i,j=1

rpνsij(t)
∂2Us(x, t)

∂xi∂xj
+

+

n∑
i=1

rpνsi(t)
∂Us(x, t)

∂xi
+ rpνs(t)Us(x, t)

]
+rkνp(t) rpν(t)

]]
.

I�����# ������!�� ��	����� �9�# ������ ��	����� ��� &����
7�� �����������5� �������0

∂mUk(x, t)

∂t
=

d∑
s=1

[1
2

n∑
i,j=1

qksij(t)
∂2mUs(x, t)

∂xi∂xj
+

+
n∑

i=1

qksi(t)
∂mUs(x, t)

∂xi
+ qks(t)mUs(x, t)

]
+qk(t)+

+
1

2

d∑
p=1

m∑
ν=1

[[1
2

n∑
λ,μ=1

rkνpλμ(t)

d∑
s=1

[1
2

n∑
i,j=1

rpνsij(t)
∂4mUs(x, t)

∂xi∂xj∂xλ∂xμ
+

+

n∑
i=1

rpνsi(t)
∂3mUs(x, t)

∂xi∂xλ∂xμ
+ rpνs(t)

∂2mUs(x, t)

∂xλ∂xμ

]
−

−
n∑

λ=1

rkνpλ(t)

d∑
s=1

[1
2

n∑
i,j=1

rpνsij(t)
∂3mUs(x, t)

∂xi∂xj∂xλ
+

+

n∑
i=1

rpνsi(t)
∂2mUs(x, t)

∂xi∂xλ
+ rpνs(t)

∂mUs(x, t)

∂xλ

]
+

+ rkνp(t)

d∑
s=1

[1
2

n∑
i,j=1

rpνsij(t)
∂2mUs(x, t)

∂xi∂xj
+

+

n∑
i=1

rpνsi(t)
∂mUs(x, t)

∂xi
+ rpνs(t)mUs(x, t)

]
+rkνp(t) rpν (t)

]]
, �)+�

,+
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mUk(x, t0) = E [U0k(x)], k = 1, 2, ..., d. �))�

D�	����� ��� ��������� ����7� RU (x,y, t) ��5�� ���� ���
������ ����� /�� ���!��0

∂ρUkj(x,y, t)

∂t
= H1kj +H2kj +H3kj, �)2�

5��

H1kj =

d∑
s=1

[1
2

n∑
i,j=1

qjsij(t)
∂2ρUks(x,y, t)

∂yi∂yj
+

+

n∑
i=1

qjsi(t)
∂ρUks(x,y, t)

∂yi
+ qjs(t) ρUks(x,y, t)

]
+qj(t)+

+
1

2

d∑
p=1

m∑
ν=1

[[1
2

n∑
λ,μ=1

rjνpλμ(t)

d∑
s=1

[1
2

n∑
i,j=1

rpνsij(t)
∂4ρUks(x,y, t)

∂yi∂yj∂yλ∂yμ
+

+
n∑

i=1

rpνsi(t)
∂3ρUks(x,y, t)

∂yi∂yλ∂yμ
+ rpνs(t)

∂2ρUks(x,y, t)

∂yλ∂yμ

]
−

−
n∑

λ=1

rjνpλ(t)

d∑
s=1

[1
2

n∑
i,j=1

rpνsij(t)
∂3ρUks(x,y, t)

∂yi∂yj∂yλ
+

+

n∑
i=1

rpνsi(t)
∂2ρUks(x,y, t)

∂yi∂yλ
+ rpνs(t)

∂ρUks(x,y, t)

∂yλ

]
+

+ rjνp(t)

d∑
s=1

[1
2

n∑
i,j=1

rpνsij(t)
∂2ρUks(x,y, t)

∂yi∂yj
+

+

n∑
i=1

rpνsi(t)
∂ρUks(x,y, t)

∂yi
+ rpνs(t) ρUks(x,y, t)

]
+rjνp(t) rpν(t)

]]
,

H2kj =

d∑
s=1

[1
2

n∑
i,j=1

qksij(t)
∂2ρUsj(x,y, t)

∂xi∂xj
+

+

n∑
i=1

qksi(t)
∂ρUsj(x,y, t)

∂xi
+ qks(t) ρUsj(x,y, t)

]
+qk(t)+

,)



�������� �������� �  ���!����" # $%&'

+
1

2

d∑
p=1

m∑
ν=1

[[1
2

n∑
λ,μ=1

rkνpλμ(t)
d∑

s=1

[1
2

n∑
i,j=1

rpνsij(t)
∂4ρUsj(x,y, t)

∂xi∂xj∂xλ∂xμ
+

+

n∑
i=1

rpνsi(t)
∂3ρUsj(x,y, t)

∂xi∂xλ∂xμ
+ rpνs(t)

∂2ρUsj(x,y, t)

∂xλ∂xμ

]
−

−
n∑

λ=1

rkνpλ(t)

d∑
s=1

[1
2

n∑
i,j=1

rpνsij(t)
∂3ρUsj(x,y, t)

∂xi∂xj∂xλ
+

+

n∑
i=1

rpνsi(t)
∂2ρUsj(x,y, t)

∂xi∂xλ
+ rpνs(t)

∂ρUsj(x,y, t)

∂xλ

]
+

+ rkνp(t)

d∑
s=1

[1
2

n∑
i,j=1

rpνsij(t)
∂2ρUsj(x,y, t)

∂xi∂xj
+

+

n∑
i=1

rpνsi(t)
∂ρUsj(x,y, t)

∂xi
+ rpνs(t)Us(x, t)

]
+rkνp(t) rpν(t)

]]
,

H3kj =

m∑
�=1

[[
rk�(t) rj �(t) +

d∑
s1=1

d∑
s2=1

[
rk�s1 (t) rj �s2(t) ρUs1s2(x,y, t)+

+
1

4

n∑
i1,j1,i2,j2=1

rk�s1i1j1(t) rj�s2i2j2(t)
∂4ρUs1s2(x,y, t)

∂xi1∂xj1∂yi2∂yj2
+

+
1

2

n∑
i1,i2,j2=1

rk�s1i1(t) rj �s2i2j2(t)
∂3ρUs1s2(x,y, t)

∂xi1∂yi2∂yj2
+

+
1

2

n∑
i1,j1,i2=1

rk�s1i1j1(t) rj �s2i2(t)
∂3ρUs1s2(x,y, t)

∂xi1∂xj1∂yi2
+

+
1

2

n∑
i1,j1=1

rk�s1i1j1(t) rj�s2(t)
∂2ρUs1s2(x,y, t)

∂xi1∂xj1

+

+
n∑

i1,i2=1

rk�s1i1(t) rk�s2i2(t)
∂2ρUs1s2(x,y, t)

∂xi1∂yi2
+

+
1

2

n∑
i2,j2=1

rk�s1 (t) rj �s2i2j2(t)
∂2ρUs1s2(x,y, t)

∂yi1∂yj1
+

,2
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+

n∑
i1=1

rk�s1i1(t) rj�s2 (t)
∂ρUs1s2(x,y, t)

∂xi1

+

+

n∑
i2=1

rk�s1 (t) rj �s2i2 (t)
∂ρUs1s2(x,y, t)

∂yi2

]
+

+ rj �(t)

d∑
s1=1

[1
2

n∑
i1,j1=1

rk�s1i1j1(t)
∂2mUs1(x, t)

∂xi1∂xj1

+

+

n∑
i1=1

rk�s1i1(t)
∂mUs1(x, t)

∂xi1

+ rk�s1 (t)mUs1(x, t)
]
+

+ rk�(t)
d∑

s2=1

[1
2

n∑
i2,j2=1

rj �s2i2j2(t)
∂2mUs2(y, t)

∂yi2∂yj2
+

+

n∑
i2=1

rj�s2i2(t)
∂mUs2(y, t)

∂yi2
+ rj�s2(t)mUs2(y, t)

] ]]
,

������ 	 �����	� ������� ����	�� ���������� ������!�	�� ���
����$����

ρUkj(x,y, t0) = E [U0k(x)U0j(y)], k, j = 1, 2, ..., d. �)6�
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